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О Н А И Л У Ч Ш Е Й  К О Н СТАН ТЕ  
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ОТ Н Е С К О Л Ь К И Х  П ЕРЕМ ЕН Н Ы Х
М . С. П лотников
1. Введение
Пусть 7ГП, где п  =  ( n i , . . . , n m), есть множество алгебраических много­
членов от т  переменных:
Qn{zЪ • • •  ^%т) =  ^   ^ 1 • • • %т ш (1-1)
О<kj <rij ,1 <j< m
с комплексными коэффициентами степени не выше чем nj  по переменной zj. 
Д ля функции f ( z i , . . . ,  zm) от тп переменных положим
Hoo(f) =  ll/lloo = m a s . { \ f ( z i , . . . , z m)\ : \zj\ = 1,1 < j  < то},
/ 1 г 2тт г2тт \ 1/P
Hp(f )  = \\f\\p = yjMf™ J0 " /0 l / ( e* V - - , e rtm)|p<fti . . .diTO)
при 0 < p  <  + 00 ,
/ 1 г2тт г2тт \
H o(f)  =  ll/I lo =  exp \ J 2 ^  J Q ••• Уо ln I/ (e%tl ) • • • > e%tm)\dt\ . . .  dtmj  .
Мы будем изучать точную константу кр (п) в неравенстве разных метрик
I \ Qn I \р У Kpi^)\\Qn\\o, Qn £= TI =  (m  ^  ^^m) • (1-2)
Неравенство разных метрик вида (1.2) изучалось для алгебраических мно­
гочленов с комплексными коэффициентами от одной переменной (степени не 
выше п).  Так, Малер [1] доказал, что при р  =  +оо точной константой явля­
ется величина 2п . Данкен [2] нашел точное значение константы при р  =  2, 
равное ( C J J 1/ 2.
В 1979 г. В. В. Арестов [3] доказал, что точной константой в неравен­
стве разных метрик для алгебраических многочленов от одной переменной с
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комплексными коэффициентами степени не выше чем п  является величина 
п), равная | |(^ + 1 )п ||р . Равенство достигается только на полиномах вида 
Рп{%) — с(^ +  а) П'> \а \ — 1. Отметим, что N(0,1) =  1,7У(+оо,п) =  2П, а при 
О < р  < +оо для нее справедлива формула (см. [4, р .1.5.1 (19)])
В данной работе найдено точное значение константы кр (п) при р  =  +оо 
и р  =  2г, где г -  натуральное число.
2. Оценка снизу константы кр(п)
Д ля получения оценки снизу величины кр(п) рассмотрим многочлен
гп
R ( z 1, . . . , z m ) = '[ [ ( z j  + l ) ni. (2.1)
3 = 1
Заметим, что значение функционала Н р при любом р  Е [0, +оо] на многочлене 
Qn ^ п — (п ъ  • • • , п т) от т  переменных, являющегося произведением т
гп
многочленов от одной переменной Qn {zъ  • • • , z m) — П  Q j(zj)i есть произве-
з= 1
дение значений функционала Н р на каждом многочлене
т
H p(Qn (z i , . . . , z m)) = J lH p iQ j i z j ) ) .  (2.2)
3 = 1
Согласно формуле Иенсена для мероморфных в единичном круге функций 
(см., например, [4, отдел III, задача 175]), функционал Но на многочлене от 
одной переменной
I
p i (z ) =  щ (2-3)
3 = 1
имеет значение
H 0(Pi) =  UTllo =  Ы  П m ax(i, Ы ) .  (2.4)
3= 1
117
2004 Известия УрГУ №30
т
С помощью этой формулы находим, что ||Д ||о =  П  Н ( д +  l ) nj Но =  1- Поэтому
э= 1
для константы кр(п) справедива оценка
гп
Кр(п) > N (p,r ij) ,  0 < р  < оо, (2.5)
з= 1
и, в частности,
гп
Коо(п) > 2^+ -+ ""* , к2(п) > Ц (С 1 1 })1' 2. (2.6)
3 = 1
3. Случай р =  + о о
Теорема 1. Д л я  алгебраических многочленов Qn Е 7ГП о т  т  переменных с 
комплексными коэффициентами степени не выше чем nj по переменной Zj 
справедливо неравенство
1Ш1оо < 2ni+ - +n™||Qn ||o. (3.1)
Неравенство (3.1) точное и обращается в равенство только на многочленах  
вида
т
Pn ( z i , . . . ,  zm) = а Р Щ  +  е*7? )n j . 
з= 1
Доказательство. Доказательство будем вести методом математической ин­
дукции по числу переменных. При т  =  1 утверждение теоремы доказано 
Малером [1]. Сделаем индуктивное предположение, что утверждение теоре­
мы 1 справедливо для алгебраических многочленов от т  — 1 переменной и 
докажем утверждение этой теоремы для многочленов от т  переменных. 
Алгебраический многочлен Qn Е 7Гп можно представить в виде
'Рщ
Qn{zЪ • • •  ^%т) =  ^   ^ (м , • • •  ^Zm—\ ) z ^  i (3-2)
km— 0
где одт  ( щ , . . . ,  zm- 1) суть многочлены от переменных щ , . . . ,  zm- \ .
Без ограничения общности можно считать, что степень многочлена Qn по 
переменной zm равна n m, т. е. многочлен сщт ( щ , . . . ,  zm- \ )  не является тож ­
дественным нулем. Действительно, если степень многочлена Qn по перемен­
ной zm строго меньше п т и равна n m, то мы можем рассмотреть многочлен 
Qn (z 1, . . . ,  zm) =  Qn (z i , . . . ,  ^ш)^шт_ П т- Так как значения функционала Н р
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при любом значении р  на многочленах С2п{%ъ • • • ^ т )  и Я п {%ъ • • • ^ т )  совпа­
дают, то из справедливости утверждений теоремы 1 для (Зп(^ъ • • • ->гт) будет 
следовать их справедливость и для С2п{%ъ • • • ? ^т)-
Д ля многочлена С^ п также почти всюду на множестве точек 0(сщ т ) =  
=  { г  =  Ь ь  . . .  , г т) I  1^ 11 =  •  •  •  =  \гт\ =  1 ,  а П т ( ^ 1,  •  •  •  , ^ т - 1)  Ф 0 }  с п р а в е д л и в а  
следующая формула:
где /ЗДщ, . . . ,  £т _ 1) -  корни многочлена С2п {% ъ  • • • 5 £т ) ПРИ фиксированном 
значении переменных щ , . . .  , £т _ 1. Отметим, что так как многочлен а Пт не 
является тождественным нулем, то множество 0 (сщт ) всюду плотно во мно­
жестве точек {г  =  ( щ , . . .  : |щ|  =  • • • =  \гт \ =  1} и его мера равна (2тг)т .
Многочлены одт  ( щ , . . . ,  гт_ 1 ) связаны с корнями /ЗДщ, . . . ,  zm_ı)  следующи­
ми соотношениями:
суть симметрические функции корней /ЗДщ, . . . ,  гт- 1) многочлена С^ п . Зна­
чение функционала Но на многочлене , 2Ш) можно представить в
следующем виде:
Модуль многочлена С£п при любом значении переменной £ш, равном по 
модулю единице, не превосходит сумму модулей многочленов одт :
Qn{zЪ • • •  ^%т) — «пт  (М, • • •  ^ 1) 1 1 {%т А§(М} • • • ? ^ т —1))? (^-3)
8 = 1
« ^ ( ^ , • • • , ^ - 1 )  =  (  — 1 ) П т  * т а Щ 2 1 , . . . , 2 т М с т п т - А ; т ( 2 Ъ - - - , 2 г о - 1 ) ,  ( 3 . 4 )
г д е
Р31 («1 , . . . ,  ^т _1) • • • /Дг (*1 , . . . , Zm—\ ) (3.5)
т
и, в силу (3.3) и (2.4), выразить через многочлен а Пгп и корни /Зд
Но((^п) — | |  | с ^ п т ( ^ 1  ,  .  .  .  ,  Zrn—\ ) Щ  т а х ( 1 ,  \Psizi  ,  .  .  .  ,  Zm—l ) 1 )  П о .  ( 3 . 6 )
8 =  1
\Qn(zl^> • • • •> %т)\ ^  ^   ^ \®кт (М 5 • • • •> %т—1) | • (3.7)
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К многочленам одт  ( щ , . . . ,  zm- ı )  как к многочленам о т ш - 1  переменной при­
меним индуктивное предположение. Получим оценку сверху значения ф унк­
ционала на многочлене (Зп(^ъ • • • через значения функционала Но 
на многочленах одт ( щ , . . . ,  £т _ 1):
Пт,
\\Яп{ги---,гт)\\оо < 2П1+'"+га™-1 ЦаА:т  ( ч ,  • • • > Ч п-Щ о- (3.8)
к>т— 0
Оценим сверху значение функционала Но на каждом многочлене одт  
через значение функционала Но на многочлене С^ п . Модуль многочлена 
одт  можно оценить сверху, пользуясь формулами (3.4)—(3.5), через корни 
/З3(гь  . . . ,  гт- 0  многочлена С Щ ъ  • • •, Чп):
\оскт\ < \ а Пт\ ^ 2  1 '^1 ■■■Рзпт-ьт \- (3-9)
1<31<-<3пт-кт<пт
Число слагаемых в сумме правой части неравенства 3.9 равно С ^ ~ кт
и каждое из них не превосходит произведения п
8 = 1
Отсюда следует неравенство
Пт,
\акт \ < С%™~кт\аПт\ Р [ т а х ( 1 , |/З Д .  (3.10)
8 =  1
Неравенство (3.10) выполняется почти всюду на множестве точек П(<тПт). 
Функционал Н 0 обладает свойством монотонности, поэтому из неравенства
(3.10) с учетом (3.6) мы получаем, что
||а*т ( г , , . . . , ^ - О Н о  < С ^ ~ ктЫ Я п ) .  (3.11)
Из неравенств (3.8) и (3.11) следует справедливость первого утверждения 
теоремы 1.
Д ля доказательства второго утверждения теоремы 1 исследуем, когда 
неравенство (3.1) точное. Д ля этого нужно, чтобы равенство выполнялось
в (3.8) и каждый многочлен • • • ч^т-х) обращал (3.11) в равенство.
При доказательстве неравенства (3.8) мы использовали индуктивное пред­
положение, в соответствии с которым равенство в (3.8) может достигаться в 
том и только в том случае, если каждый многочлен одт  имеет вид
га—1
а Щ ч ,  ■ ■ ■ , г т-1) = а(кт ) П  Ц/ +  е*7-^™))”;,
.7 =  1
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где -  постоянные величины. В частности, для
многочлена сщт ( щ , . . . ,  zm- \ )  должно выполняться соотношение
га—1
a nm(z i , - - - ,Z m - i )  = а(пт ) + егуФПт^)п\  (3.12)
3 = 1
Равенство (3.11) возможно в том и только в том случае, если неравен­
ство (3.10) обращается в равенство для любого многочлена одт  на множестве 
П (аПт). В частности, для многочлена а Пгп-\  (^Ь • • • ? zm - 1) должно выполнять­
ся равенство
Л-гтг
\anm-i \ = п т \аПт\ m ax(i, \/3s \). (3.13)
8 =  1
С другой стороны (см. (3.3) и (3.4)), для многочлена а Пт_± ( щ , . . . ,  zm- 1) спра­
ведливо соотношение
Л-гтг
|®?гт _1 (z\ , . . • , ZTO_ i) | =  |а?гто(^1? • • • , Zm -l)| | ^  /3f (z i , . . . , Zm_ i ) |. (3.14)
8 =  1
Сравнивая (3.13) и (3.14), мы получаем условие
Tim
I ^  А ( 2ь  • • • ,Zm-i) |  =  Пто Ц  т а х (1 , |/3<Дъ .. . , z m- 1)|). (3.15)
8 = 1  8 = 1
Рассмотрим, при каких условиях на корни /ЗДщ, . . . ,  zm- i )  в (3.15) выполня­
ется равенство. Модуль суммы корней /ЗДщ, . . . ,  zm- i )  не превосходит сумму 
их модулей
Tim
\ '^2 /3 t (z1, . .. , z m- i ) \  < ^ \ / 3 t ( z i , . . . , z m- i ) \ .  (3.16)
8=1 8=1
В свою очередь, для модуля каждого корня /ЗДщ, . . . ,  zm- i )  выполняется 
неравенство
|А Д ъ  • • . , z m- i ) \  < Ц  m ax(l, \/3s ( z i , .. . , z m- 1)|). (3.17)
s = l
Равенство в (3.15) возможно тогда и только тогда, когда неравенства (3.16) 
и (3.17) обращаются в равенства. Из равенства в (3.17) следует, что модули 
всех корней /ЗДщ, . . . ,  zm- i )  равны между собой и равны единице:
\f3\ ( z \ , . . . ,  zm—i ) | =  • • • =  |/3Пгп ( z \ , . . . ,  zm—i ) | =  1 .
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С учетом этого ф акта и равенства в (3.16) мы получаем следующее ограни­
чение на корни f3s ( z i , . . . ,
P i ( z i , . . . , z m- i )  =  ••• =  pnm( z i , . . . , z m- i )  = (3.18)
Итак, мы доказали, что если многочлен Рп обращает (3.1) в равенство, то 
на множестве
{z = (zu . . . , z m) | |щ | =  ••• =  \zm \ =  1, zi Ф —e111, . . . ,  zm- \  ф -e*7™“ 1} 
он должен иметь вид
m —1
P n =  a  JJ (Zj  +  еЩпЩт -
3 = 1
Так как Р п( щ , . . .  , z m) -  многочлен с постоянными коэффициентами, то от­
сюда следует, что ф {г\, . . . ,  zm- \ )  есть величина постоянная и многочлен
гп
Pn ( z i , . . . ,  zm) всюду равен а П  (zj + егЪ ) пз .
з= 1
Остается проверить тот факт, что на многочленах вида
гп
Pn ( z i , . . . ,  zm) = а Р Щ  +  ег7Щ  
з= 1
неравенство (3.1) превращается в равенство. В этом случае имеем
гп
ITnlloo =  М П | | Ц '  +  ег7Щ | | ° о  =  |а |2 " 1+- +п"*|,
3 = 1
гп
\\Рп\\0 =  Н Ц \ \ ( г 3 + е гЪ ) - з \ \ 0 =  \а\.
3 = 1
Теорема 1 полностью доказана.
4. С л у ч а й  р — 2
Т е о р е м а  2. Д лл алгебраических многочленов Qn Е 7ГП о т  т  переменных с 
комплексными коэффициентами степени не выше чем rij по переменной Zj 
справедливо неравенство
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Неравенство (4.1) точное и обращается в равенство только на многочленах  
вида
т
Р п Ь г , . . . ,  гт) = а Р Щ  + е1'Ъ )п>.
3 =  1
Д о к а з а т е л ь с т в о . При доказательстве мы будем использовать ф акты  об ал­
гебраических многочленах С^ п Е 7ГП от т  переменных с комплексными коэф­
фициентами степени не выше чем тту по переменной Zj, установленные при 
доказательстве теоремы 1.
Доказательство будем вести методом математической индукции по числу 
переменных. При т  =  1 утверждение теоремы доказано Данкеном [2]. Сдела­
ем индуктивное предположение, что утверждение теоремы 2 справедливо для 
алгебраических многочленов от т  — 1 переменной и докажем утверждение 
этой теоремы для многочленов от т  переменных.
Значение функционала на многочлене с комплексными коэффициен-
I
тами от одного переменного Д(^)  =  ^2 aj zJ Ра в н 0  корню квадратному из
.7=0
суммы квадратов модулей коэффициентов этого многочлена:
Я 2(р г) =  ПТ| |2 =  | 2 > /  I . (4.2)
С=°
Значение функционала на многочлене (2п Е 7Гп можно представить в 
следующем виде:
/  1 г2тт г2тт Г 1 г2тт "I \  1/2
( р ^ / о - У о  Щ „
и, пользуясь формулой (4.2) и представлением (3.2), выразить через значения 
функционала Н 2 на многочленах . . . ,  £ш_ 1) от т  — 1 переменной:
/  \  V2/ Пт г2п
Н 2( Ь п ) =  |  У ]  (27т)™-1 /о  ' " / о
 ^кгп=0
К многочленам « ^ ( щ , . . . ,  £т _ 1) как к многочленам от т  — 1 перемен­
ной применим индуктивное предположение. Получим оценку сверху значения 
функционала Н 2 на многочлене (2п{%ъ • • • ?^т)  через значения функционала 
Я 0 на многочленах одт ( щ , . . . ,  2т _ 1):
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Д ля каждого многочлена с^ кт (г Ъ • • • ->гт - 1) выполняется неравенство (3.11). 
Из неравенств (4.3) и (3.11) следует оценка
(га—1л
I
Сумма квадратов биномиальных коэффициентов ^2 (С})2 при любом на-
.7=0
туральном значении I равна (см., например, [4, отдел I, задача 32]) биноми­
альному коэффициенту С ^.  Неравенство (4.1) доказано.
Исследуем теперь, когда неравенство (4.1) обращается в равенство. Д ля 
этого необходимо, чтобы равенство выполнялось в (4.3) и каждый многочлен 
а кш обращал (3.11) в равенство.
При доказательстве неравенства (4.3) мы использовали индуктивное пред­
положение, в соответствии с которым равенство в (4.3) может достигаться в 
том и только в том случае, если каждый многочлен одт  имеет вид
га—1
« А Щ ъ  • • • ,2т-1) = а{кт) Д  +  ег7Л™ ))п; ,
.7=1
где а(&т ) ,71(&ш), • • •, 7т - 1(&т) -  постоянные величины.
При доказательстве второго утверждения теоремы 1 было показано, что 
если каждый многочлен одт  обращает неравенство (3.11) в равенство и имеет 
вид
га—1
а к т = а ( к т ) +
.7 =  1
где а(кт ), 71 (&ш) , . . . ,  7га-1(&га) _ постоянные величины, то многочлен
Нщ
Рп — ^   ^ ^ т ( щ , . . . ^ т - 1 ) ^
кщ— 0
гп
всюду равен а ]ф {zj +  ег7Д п1.
.7 =  1
Остается проверить тот факт, что на многочленах вида
гп
Рп {г 1, . . . ,  2ТО) =  а Р [(^ -  +  ег7Щ  
.7=1
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г кп Н0 Ш .  (4.4)
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неравенство (4.1) превращается в равенство. Д ля этих многочленов имеем
гп гп
\\Рп\\2 =  И  П II(Zj +  е Щ ' Ь  ||2 =  И  П ( ^ 2 % ) 1 / 2 ,
3= 1  İ= 1
ГП
lTniio =  | a i n i l ( ^  +  e n j )n j llo =  la l-
3 = 1
Теорема 2 полностью доказана.
С л е д с т в и е  1. Д л я  алгебраических многочленов Qn Е ттп om т  переменных  
с комплексными коэффициентами степени не выше чем nj по переменной Zj 
при любом натуральном значении г справедливо неравенство
(  т \  1/2Г
\ \Q nhr < ( Й с 2г%) HCnlIo. (4.5)
Неравенство (4.5) точное и обращается в равенство только на многочленах  
вида
гп
Р п (* 1 , . . . , z m ) = a Y { ( z j  + e%li )nJ .
3 = 1
Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что любой многочлен Qn Е 7Гп в степени г при­
надлежит множеству тгпг . Остается применить теорему 2 к многочленам вида
(Qr!п)Г.
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